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Åñþôçóç 1

Ðþò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç ïðïéïõ-
äÞðïôå óçìåßïõ ôïõ åðéðÝäïõ;

ÁðÜíôçóç

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç ïðïéïõäÞðïôå óçìåßïõ ôïõ
åðéðÝäïõ, êÜíïõìå ôá åîÞò:

3.2  ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò - ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò

Ôï óçìåßï Ì áíôéóôïé÷åß óôï æåýãïò ôùí áñéèìþí (3, 2) êáé
óõìâïëßæåôáé Ì(3, 2). Ï ðñþôïò áðü áõôïýò ôïõò áñéèìïýò
ëÝãåôáé ôåôìçìÝíç ôïõ óçìåßïõ Ì êáé ï äåýôåñïò ëÝãåôáé
ôåôáãìÝíç ôïõ óçìåßïõ Ì.
Ç ôåôìçìÝíç êáé ç ôåôáãìÝíç ôïõ Ì ëÝãïíôáé óõíôåôáãìÝ-
íåò ôïõ óçìåßïõ Ì.

1. ÊÜèå óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ áíôéóôïé÷åß óå
Ýíá ìüíï æåýãïò óõíôåôáãìÝíùí êáé áíôé-
óôñüöùò, êÜèå æåýãïò áñéèìþí áíôéóôïé-
÷åß óå Ýíá ìüíï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ.

2. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ïé Üîïíåò
x΄x êáé y΄y áðïôåëïýí Ýíá óýóôçìá ïñ-
èïãùíßùí áîüíùí  Þ áðëþò óýóôç-
ìá áîüíùí.

3. Ôï ó÷Þìá ôïõ ïðïßïõ ïé êÜèåôïé Üîïíåò Ý÷ïõí ìïíÜäåò
ìÝôñçóçò ìå ßäéï ìÞêïò ëÝãåôáé ïñèïêáíïíéêü óýóôç-
ìá áîüíùí.

4. Ôï óýóôçìá ôùí áîüíùí
÷ùñßæåé ôï åðßðåäï óå ôÝó-
óåñá ìÝñç ðïõ ëÝãïíôáé
ôåôáñôçìüñéá . Óôï äé-
ðëáíü ó÷Þìá óçìåéþíï-
íôáé ôá ðñüóçìá ôçò ôåôìç-
ìÝíçò êáé ôçò ôåôáãìÝíçò
óå êÜèå ôåôáñôçìüñéï.
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Áí á > 0 êáé   â <  0 ,  íá âñåßôå  óå ðïéï
ôåôáñôçìüñéï âñßóêïíôáé ôá óçìåßá:
A(á,â), Â(-2á,3â), Ã(á+7,â-5),

Ä(-3á-1,-5â+6),   22α 3, β 4  Ε

Ëýóç

• ÅðåéäÞ á>0 êáé â<0, óõìðåñáßíïõìå üôé ôï óçìåßï Á(á,â)
âñßóêåôáé óôï 4ï

 ôåôáñôçìüñéï.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ - ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

1

Åñþôçóç 2

Ôé ïíïìÜæåôáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò;

ÁðÜíôçóç

¸óôù ìéá óõíÜñôçóç ìå ôçí ïðïßá Ýíá ìÝãåèïò y åêöñÜæåôáé
ùò óõíÜñôçóç åíüò Üëëïõ ìåãÝèïõò x. ÏíïìÜæïõìå ãñáöé-
êÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ôï óýíïëï üëùí ôùí
óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ìå óõíôåôáãìÝíåò (x, y).

Ó÷üëéï:

• ̧ íá óçìåßï Ì(÷,y) âñßóêåôáé óôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò
óõíÜñôçóçò, áí ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ éêáíïðïéïýí ôïí ôýðï
ôçò óõíÜñôçóçò.

• Áí ïé óõíôåôáãìÝíåò åíüò óçìåßïõ Ì(÷,y) åðáëçèåýïõí
ôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò, ôüôå ôï Ì âñßóêåôáé óôçí ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò.

• Ôá êïéíÜ óçìåßá ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ìéáò óõíÜñôçóçò
ìå ôïí Üîïíá x’x Ý÷ïõí ôåôáãìÝíç 0.

• Ôá êïéíÜ óçìåßá ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ìéáò óõíÜñôçóçò
ìå ôïí Üîïíá y’y Ý÷ïõí ôåôìçìÝíç 0.

Åñþôçóç 3

Ðùò ïñßæåôáé ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï óçìåßùí;

ÁðÜíôçóç

¸óôù äýï óçìåßá  1 1A x ,y  êáé  2 2B x ,y
Ôüôå ïé áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á, Â åßíáé:

    2 2

2 1 2 1AB x x y y   

Åñþôçóç 4

Ðüôå äýï óçìåßá ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôïí
Üîïíá ÷’÷, ðüôå ùò ðñïò ôïí Üîïíá y’y êáé ðüôå ùò
ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

ÁðÜíôçóç

i) Äýï óçìåßá åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôïí Üîïíá ÷’÷ üôáí
Ý÷ïõí ßäéá ôåôìçìÝíç êáé áíôßèåôç ôåôáãìÝíç.

ii) Äýï óçìåßá åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôïí Üîïíá y’y üôáí
Ý÷ïõí áíôßèåôç ôåôìçìÝíç êáé ßäéá ôåôáãìÝíç.

iii) Äýï óçìåßá åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí áí Ý÷ïõí áíôßèåôåò óõíôåôáãìÝíåò.

• ÅðåéäÞ á>0 Üñá -2á<0 êáé â<0 Üñá 3â<0, óõìðåñáßíïõìå
üôé ôï óçìåßï Â(–2á,3â) âñßóêåôáé óôï 3ï ôåôáñôçìüñéï.

• ÅðåéäÞ á>0 Üñá á+7>0 êáé â<0 Üñá â–5<0 óõìðåñáßíïõìå
üôé ôï óçìåßï  α 7,β 5 Γ  âñßóêåôáé óôï 4ï ôåôáñôçìüñéï.

• ÅðåéäÞ á>0 Üñá -3á-1<0 êáé â<0 Üñá -5â+6>0, óõìðåñáßíïõìå

üôé ôï óçìåßï  Δ 3α 1, 5β 6     âñßóêåôáé óôï 2ï ôåôáñôçìüñéï.

• ÅðåéäÞ 2α 3 0   ,  2β 4 0  , óõìðåñáßíïõìå üôé ôï

óçìåßï   22Ε α 3, β 4    âñßóêåôáé óôï 2ï ôåôáñôçìüñéï.
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Äßíåôáé ôï óçìåßï Á(2,1). Íá êáôáóêåõÜóåôå
ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò:
á) ôïí Üîïíá ø’ø
â) ôïí Üîïíá ÷’÷
ã) ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí

Ëýóç

Ðáßñíïõìå êÜèåôåò áðü ôï Á
óôïõò Üîïíåò ÷’÷ êáé ø’ø êáé ôéò
ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ßóá ôìÞìáôá.
á) Ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò

ôïí Üîïíá ø’ø åßíáé ôï Â(-2, 1).
â) Ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôïí Üîïíá ÷’÷ åßíáé ôï Ã(2, -1)
ã) Åíþíïõìå ôï Á ìå ôï Ï êáé ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ßóï ôìÞìá.

Ôï óçìåßï Ä(-2,-1) åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôï Ï.

Íá áðáíôÞóåôå êáé íá äéêáéïëïãÞóåôå  ðïéåò
áðü ôéò ðáñáêÜôù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò åß-
íáé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò óõíáñôÞóåùí:

1.          2.  

3.           4.  

Ëýóç

Ãíùñßæïõìå üôé óå ìéá óõíÜñôçóç ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x áíôé-

óôïé÷åß ìéá êáé ìüíç ôéìÞ ôïõ y.

Áí ìéá êáìðýëç åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò äåí

ìðïñïýìå íá öÝñïõìå ðáñÜëëçëç åõèåßá ìå ôïí yy' ðïõ íá

ôÝìíåé ôçí êáìðýëç óå äýï Þ ðåñéóóüôåñá óçìåßá. Óôçí óõ-

ãêåêñéìÝíç Üóêçóç ðáñáôçñïýìå üôé:

1. Ìðïñïýìå íá öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ìå ôïí yy'

ðïõ íá ôÝìíåé ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óå äýï ôçò óçìåßá.

¢ñá äåí åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò .

2. Äåí ìðïñïýìå íá öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ìå ôïí yy'

ðïõ íá ôÝìíåé ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óå äýï óçìåßá.

¢ñá åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò.

3. Äåí ìðïñïýìå íá öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ìå ôïí yy'

ðïõ íá ôÝìíåé ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óå äýï óçìåßá.

¢ñá åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò.

4. Ìðïñïýìå íá öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ìå ôïí yy'

ðïõ íá ôÝìíåé ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óå äýï ôçò óçìåßá.

¢ñá äåí åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò.3

2
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1 Íá óõìðëçñþóåôå ôïí ðßíáêá, üðùò öáßíåôáé óôï ðáñÜäåéãìá ôçò 1çò ãñáììÞò.

Íá ÷áñáêôçñßóåôå êÜèå ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò ùò ÓùóôÞ (Ó) Þ ËÜèïò (Ë).

i. Ôï óçìåßï  M 1,3  Ý÷åé ôåôìçìÝíç –1 êáé ôåôáãìÝíç 3.

ii. ÁíÞêåé óôï ðñþôï ôåôáñôçìüñéï.

iii. Áí ôï óçìåßï  M α,β  áíÞêåé óôïí Üîïíá y΄y, ôüôå ôï óçìåßï Ì Ý÷åé ôåôìçìÝíç 0.

iv. Ôá óçìåßá    Α 1, 2 , Β 1,2  åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôïí Üîïíá y΄y..

v. Ç áðüóôáóç ôùí óçìåßùí  Α 2,4  êáé  Β 3,5  åßíáé 1.

Íá áíôéóôïé÷ßóåôå ôá óçìåßá ôçò óôÞëçò Á ìå ôá ôåôáñôçìüñéá ôçò óôÞëçò Â

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

á) (1,3) • • 1) 1ï
â) (1,-3) • • 2) 3ï
ã) (-1,3) • • 3) 4ï
ä) (-1,-3) • • 4) 2ï

2

3
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ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÅÓ  ÁÓÊÇÓÅÉÓ

Óå óýóôçìá áîüíùí íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí        Α 3,5 ,Β 1,4 ,Γ 2,2 ,Δ 3, 1     êáé  Ε 5, 4 .

Äßíïíôáé ôá óçìåßá  Α 2,3  êáé 
5

Β 4,
2

  
 

. Óå ôåôñáãùíéóìÝíï ÷áñôß íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óõììåôñé-

êþí ôïõò óçìåßùí ùò ðñïò ôïí Üîïíá x΄x, ôïí Üîïíá y΄y êáé  ôçí áñ÷Þ Ï ôùí áîüíùí.

Íá âñåßôå ôéò áðïóôÜóåéò ôùí óçìåßùí      Α 2,1 , Β 3,4 , Γ 5, 2    áðü ôïõò Üîïíåò x΄x êáé y΄y..

Íá âñåßôå ôéò áðïóôÜóåéò ôùí óçìåßùí: á.  Α 2,4  êáé  Β 4,1 â.  Α 3,4  êáé  Β 5,1
ã.  Α 3,5  êáé  Β 2,5 ä.  Α 7,5  êáé  Β 5, 2 

Íá äåé÷èåß üôé ôï ôñßãùíï ìå êïñõöÝò ôá óçìåßá Á(0,4), Â(-3,-2), Ã(3,-2) åßíáé éóïóêåëÝò.

Óå Ýíá óýóôçìá áîüíùí íá óçìåéþóåôå ôá óçìåßá Á(1,2), Â(-1,2), Ã(-1,-2) êáé Ä(1,-2) êáé íá âñåßôå ôçí ðåñßìåôñï
ôïõ ôåôñÜðëåõñïõ ÁÂÃÄ.

Äßíåôáé ôï óçìåßï Á(5ë – 1, 6ë + 12). Íá âñåßôå ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïõ ë ôï óçìåßï Á âñßóêåôáé:
á. óôïí Üîïíá x’x â. óôïí Üîïíá y’y ã. óôï 2ï ôåôáñôçìüñéï

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò y 2x 4   êáé 2z x 2x 8    íá óõìðëçñþóåôå ôïí ðßíáêá ðïõ áêïëïõèåß:

2

1

3

4

Ôï óçìåßï (0,-3) âñßóêåôáé:
Á. óôïí Üîïíá ÷’÷ Â. óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí
Ã. óôïí Üîïíá ø’ø Ä. óôï 1ï ôåôñáñôçìüñéï

4

5

6

7

8
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9

10

11

Íá ðñïóäéïñßóåôå ôï ë, åÜí ãíùñßæåôå üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò  y 8λ 1 x 15    äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï

Á(1,0).

Íá ðñïóäéïñßóåôå ôá á êáé â áí îÝñåôå üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y αx β   äéÝñ÷åôáé áðü ôá
óçìåßá Á(0,2) êáé Â(1,–2).

Íá åîåôÜóåôå ðïéá áðü ôá áêüëïõèá óçìåßá áíÞêïõí ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò 2y 2x 3  .

       Γ ΔA 1, 1 , B 2,5 , 0,7 , 3,11  

á. Áí ôï óçìåßï  Α 1,5  âñßóêåôáé óôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò α 2y x 3  , íá  âñåßôå ôçí ôéìÞ ôïõ á.

â. Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ ë, þóôå ôï óçìåßï ôï óçìåßï  λ λB 1, 3   íá âñßóêåôáé óôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò

óõíÜñôçóçò y 5x 4  .

Íá öôéÜîåôå ôïí ðßíáêá ôéìþí ôùí óõíáñôÞóåùí 21
y x

2
  êáé 2z x 1 

äßíïíôáò óôçí ìåôáâëçôÞ x ôéò áêÝñáéåò ôéìÝò áðü -4 Ýùò 4 êáé Ýðåéôá íá ÷áñÜîåôå ôá ãñáöÞìáôÜ ôïõò.

Äßíïíôáé ôá óçìåßá:            Γ Δ Ε ΖA 0,3 , B 4,0 , 4,0 , 2,0 , 1,4 , 9, 2  

i) Íá åîåôáóôåß ôï åßäïò ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ, ÄÅÆ.
ii) Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðåñßìåôñï êáé ôï åìâáäüí ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ, ÄÅÆ.
iii) Ðïéåò åßíáé ïé êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ Á’Â’Ã’ ðïõ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ ÁÂÃ ùò ðñïò ôïí Üîïíá y’y;
iv) Ðïéåò åßíáé ïé êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ Ä’Å’Æ’ ðïõ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ ÄÅÆ ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ 0 ôùí áîüíùí;

12

13

14
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ÈÅÌÁ 1

á. Ôé ïíïìÜæïõìå óõíÜñôçóç;
â. Ôé ïíïìÜæïõìå ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç óõíÜñôçóçò;
ã.  Ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ x ðüóåò ôéìÝò ôïõ y ðáßñíïõìå áðü ìßá óõíÜñôçóç;

ÈÅÌÁ 2

ÂëÝðïíôáò ìßá êáìðýëç ðùò ìðïñïýìå íá êáôáëÜâïõìå üôé áõôÞ åßíáé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò . Íá
æùãñáößóåôå äýï ãñáöÞìáôá, üðïõ ôï Ýíá íá áðïôåëåß ãñÜöçìá óõíÜñôçóçò êáé ôï Üëëï ü÷é.

ÈÅÌÁ 3

Áí ãíùñßæïõìå üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y αx β   åßíáé åõèåßá ãñáììÞ êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá

Á(0,5) êáé Â(1,4) íá õðïëïãßóåôå ôá á êáé â êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ôç ó÷åäéÜóåôå.

ÈÅÌÁ 4

Áí ãíùñßæåôå üôé 
x 3

y
4


   êáé 3z x x 2    íá óõìðëçñþóåôå  ôïí äéðëáíü

ðßíáêá.

ÈÅÌÁ 5

1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí y = 3x êáé y = -2x  äéÝñ÷ïíôáé êáé ïé äýï áðü ôï
óçìåßï Ï(0,0).

2. Íá âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ x, þóôå

á) ôï óçìåßï  Α 2x 4, 5 x   íá âñßóêåôáé óôï 1ï ôåôáñôçìüñéï.

â) ôï óçìåßï  B 2x 4, x 1   íá âñßóêåôáé êÜôù áðü ôïí Üîïíá x’x.

ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÁÎÉÏËÏÃÇÓÇÓ




