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ΕΝΟΤΗΤΑ    3. 
 
 

 

ΣΧΕΣΕΙΣ  ΜΕΤΑΞΥ  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ 
ΑΡΙΘΜΩΝ  ΜΙΑΣ  ΓΩΝΙΑΣ 

 
 
 
 
 
 
3.1. Να αποδείξετε ότι:        εφω = ημσυν

ω
ω . 

Απάντηση: 
 

O xx΄

y

M(x,y)

x

y

ω
ρ

 

Για τη γωνία  OMx  = ω̂  , έχουμε   

       ημω = y
ρ       και       συνω = x

ρ    

Επομένως  ημ
συν

ω
ω  = 

y
ρ
x
ρ

 = y ρ
x ρ
⋅
⋅

 = y
x  = εφω.    

                    Δηλαδή ,     εφω = ημ
συν

ω
ω . 

Ο τύπος ισχύει με την προϋπόθεση ότι η γωνία  ω̂   είναι τέτοια, ώστε  συνω ≠ 0, δηλαδή όταν  ω̂ ≠ 900  και  ω̂ ≠ 2700. 
 
 
3.2. Να αποδείξετε ότι:        ημ2ω + συν2ω = 1. 

Απάντηση: 
 

O xx΄

y

M(x,y)

ω
ρ

A

 

Έχουμε:  
                 x2  +  y2   =  ρ2   

               
2

2
x
ρ

 + 
2

2
y
ρ

 = 
2

2
ρ
ρ

  

            
2x

ρ
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 + 
2y

ρ
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1   

        (συνω)2 + (ημω)2  =  1. 
                                 Δηλαδή ,     ημ2ω + συν2ω = 1. 
 

 
 
 
 
_______________________________________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ_____________ 
 
 
3.3. i) Να βρείτε τους αριθμούς: 
α = 13 13 7 4− + +   και  β = 41 29 19 9− − −  
ii)  Αν η γωνία  ω  ανήκει στο  2ο τεταρτημόριο και 
είναι  ημω = αβ , να βρεθεί η αριθμητική τιμή της 

παράστασης:   Π = 
2

2
2ημ συν

εφ
ω ω

ω
− . 

[Απ. i)α=3,β=6 ii)Π= 3
4
] 

 
3.4. Αν  ημx = 3

5   και  00 < x < 900, να υπολογίσετε: 

i)  Tο  συνx  και την  εφx. 
ii)  Tην αριθμητική τιμή της παράστασης: 

             A = 
2

2
3ημ 5ημ συν

εφ
x x x

x
+ ⋅ . 
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3.5. Αν  συνx = – 5

13   και  900 ≤  x ≤  1800, να υπολογί-

σετε: 
i)  Tο  ημx  και την  εφx. 
ii)  Tην αριθμητική τιμή της παράστασης: 

             A = 
25εφ 3ημ συν

2ημ 3
x x x

x
+ +

+
. 

 
3.6. Αν  εφx = 3  και  00 < x < 900, να υπολογίσετε την 
αριθμητική τιμή της παράστασης: 

             Π = 
2

2 2
ημ 2ημ συν

4ημ 3συν
x x x

x x
− ⋅

−
. 

[Απ. Π= 1
11

] 

 
3.7. Αν  ημω = 3λ  και  συνω = 4λ  με  0 < λ < 1

4 , να 

υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
        Α = 25λ2 + (5λ – 1)3. 

[Απ. Α=1] 

 
3.8. Έστω ότι η εξίσωση  x2 + ημα.x + συν2α = 0  έχει 
μοναδική λύση. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς α-
ριθμούς της γωνίας  α, αν η γωνία ανήκει στο  4ο τε-
ταρτημόριο. 

[Απ. ημα=- 2 5
5

, συνα= 5
5
, εφα=-2] 

 

3.9. Αν  ημφ = 
2 2

2 2
κ λ
κ +λ
−  ,  κ > λ > 0  και  900 < x < 1800, 

να βρείτε: 
α)  το  συνφ                           β)  την  εφφ   

[Απ. α)συνφ=-
+2 2

2κλ
κ λ

 β)εφφ=
2 2λ -κ
2κλ

] 

 
3.10. Να αποδείξετε ότι:  συν2ω (1 + εφ2ω) = 1. 
 
3.11. Να αποδείξετε ότι:  εφα (συνα – συν3α) = ημ3α. 
 
3.12. i)  Να λύσετε το σύστημα:   

              
2 1 4 3 23 2

2 3( 1)

x y x y x

y x

− + −⎧ + = +⎪
⎨
⎪ = −⎩

 

ii)  Αν  (x,y)  είναι η λύση του παραπάνω συστήματος 
να αποδείξετε ότι: 
4(x.ημω+2006y.συνω)2 + (2006y.ημω+2x.συνω)2 = 4. 

[Απ. i)(x,y)=(1,0)] 

 
3.13. Να αποδείξετε ότι:   1 + εφ2α = 2

1
συν α

. 

 
3.14. Να αποδείξετε ότι:    

  (ημα + συνα)2 – (ημα – συνα)2 = 4ημα.συνα. 
 
3.15. Να αποδείξετε ότι:    

  (3ημω + 4συνω)2 + (4ημω – 3συνω)2 = 25. 
 

3.16. Να αποδείξετε ότι:  ημ εφ
εφ
α α
α
+  = 1 + συνα. 

 
3.17. Να αποδείξετε ότι:  ημx.συνx.εφx + 2

1
1+εφ x

= 1. 

 
3.18. Να αποδείξετε ότι:  (1 – 2

1
συν ω

)(1 – 2
1

ημ ω
) = 1. 

 

3.19. Να αποδείξετε ότι:  ημ συν
ημ συν
α α
α α
+
−

 = εφ 1
εφ 1
α
α
+
−

. 

 

3.20. Να αποδείξετε ότι:  
2

2
εφ 1
εφ 1

ω
ω
−
+

 = ημ2ω –συν2ω. 

 
3.21. Αν  α = 3ημω.ημφ ,  β = 3ημω.συνφ ,  γ = 3συνω  
να δείξετε ότι:  α2 + β2 + γ2 = 9. 

 
3.22. Να αποδείξετε ότι:  1

1 ημω−
 + 1

1 ημω+
 = 2

2
συν ω

. 

 

3.23. Να αποδείξετε ότι:  ημ
1+συν

α
α  + 1

εφα  = 1
ημα . 

 

3.24. Να αποδείξετε ότι:  ημ
1 συν

α
α−

 – 1
εφα  = 1

ημα . 

 

3.25. Να αποδείξετε ότι:  ημ
1 συν

α
α−

 + 1 συν
ημ

α
α

−  = 2
ημα . 

 
3.26. Να αποδείξετε ότι:  εφ2α – ημ2α  = εφ2α . ημ2α. 
 
3.27. Να αποδείξετε ότι:  ημ4α – ημ2α  = συν4α – συν2α. 
 
3.28. Να αποδείξετε ότι:  ημ4x – συν4x = 2ημ2x – 1. 
 
3.29. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

i)  
4 4

2
συν ημ

1 εφ
ω ω

ω
−

−
                      ii)  

2

4 4
2συν 1

συν ημ
ω

ω ω
−

−
 

[Απ. i)συν2ω ii)1] 

 

3.30. Να αποδείξετε ότι:  1 – 
2συν

1+ημ
ω
ω  = ημω. 

 
3.31. Να αποδείξετε ότι:  

   (εφω + συνημ
ω
ω )( 1

συνω  – συνω)( 1
ημω  – ημω) = 1. 

 
3.32. Να αποδείξετε ότι:  

          συν
1 εφ

x
x−

 + 
2ημ

ημ συν
x

x x−
 = ημx + συνx. 

 
3.33. Αν  00 < x < 900  και  συνx = 2ημx – 1  να βρείτε 
τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας  x. 

[Απ. ημx= 4
5
, συνx= 3

5
, εφx= 4

3
] 
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3.34. i) Αν συνθ = – 12

13   και  900≤ θ≤ 1800  να υπολογι-

στούν τα  ημθ  και  εφθ. 

ii)  Να λυθεί το σύστημα:  
(ημ ) (συν ) 1

( εφ ) 1
θ x θ y

θ x y
⋅ − ⋅ =⎧

⎨ − ⋅ − =⎩
. 

[Απ. i)ημθ= 5
13

, εφθ=- 5
12

 ii)( 5
2
, 1
24

)] 

 
3.35. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς 
της γωνίας  x, αν είναι  3ημx + 4συνx = 5. 

[Απ. ημθ= 3
5
, συνθ= 4

5
, εφθ= 3

4
] 

 
 




