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Åñþôçóç 1

Ôé ãíùñßæåôå ãéá ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y = á÷2;

ÁðÜíôçóç

• ̧ ÷åé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìßá êáìðýëç ðïõ ïíïìÜæåôáé ðáñáâïëÞ ìå êïñõöÞ ôï óçìåßï  Ο 0,0  êáé Üîïíá óõììåôñßáò ôïí Üîïíá y y .

• Áí α 0  ôüôå: ç ðáñáâïëÞ âñßóêåôáé áðü ôïí Üîïíá χ χ • Áí α 0 , ôüôå: ç ðáñáâïëÞ âñßóêåôáé áðü ôïí Üîïíá χ χ

êáé ðÜíù êáé ç óõíÜñôçóç ðáßñíåé åëÜ÷éóôç ôéìÞ êáé êÜôù êáé ç óõíÜñôçóç ðáßñíåé ìÝãéóôç ôéìÞ

y 0 , üôáí x 0 . y 0 , üôáí x 0 .

4.1    Ç óõíÜñôçóç y = á÷2

Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá Ý÷ïõìå ó÷åäéÜóåé ôçí ðáñáâïëÞ  2y αχ  ãéá äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ áñéèìïý á. ÐáñáôçñÞóôå üôé:

á) Ï óõíôåëåóôÞò á  äåí êáèïñßæåé ìüíï ôç èÝóç ôçò ðáñáâïëÞò   2y αχ  ùò ðñïò ôïí Üîïíá χ χ , áëëÜ êáèïñßæåé êáé ôï

“ÜíïéãìÜ” ôçò. ¼ôáí ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ á áõîÜíåôáé, ôüôå ç ðáñáâïëÞ “êëåßíåé”.

áí   1 2 30 α α α
ïé áíôßóôïé÷åò ãñáöéêÝò ðáñá-
óôÜóåéò ôïõò öáßíïíôáé óôï
ðáñáðÜíù ó÷Þìá.

áí   1 2 3α α α 0
ïé áíôßóôïé÷åò ãñáöéêÝò ðáñá-
óôÜóåéò ôïõò öáßíïíôáé ðáñá-
ðÜíù ó÷Þìá.

Ïé ðáñáâïëÝò  2y αχ  êáé   2y αχ  åßíáé óõììå-

ôñéêÝò ùò ðñïò Üîïíá óõììåôñßáò χ χ .
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Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ á,  þóôå ç ðáñáâïëÞ
2y αχ  íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï  Α 2,8 .

Ëýóç

Ãéá íá äéÝñ÷åôáé ç ðáñáâïëÞ  2y αχ  áðü ôï óçìåßï

 Α 2,8 , ðñÝðåé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ óçìåßïõ Á, íá åðá-

ëçèåýïõí ôçí åîßóùóç  2y αχ .

¢ñá, ãéá x = -2 êáé y = 8, Ý÷ïõìå  28 α 2   Þ 8 = 4á, ïðüôå á = 2.

Íá ó÷åä éáóôå ß  ç  ðáñ áâïëÞ 2y 8x   üô áí

1 1
x

2 2
    êáé íá âñåèåß ç ìÝãéóôç êáé ç å-

ëÜ÷éóôç ôéìÞ ðïõ ðáßñíåé ç ìåôáâëçôÞ y. Ðïéá

óçìåßá  ôçò ðáñáâïëÞò Ý÷ïõí ôåôáãìÝíç 
8
9

;

Ëýóç

Ó÷çìáôßæïõìå ðßíáêá ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò   2y 8x .

Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôéìþí áõôþí ó÷åäéÜæïõìå ôçí ðáñáâï-
ëÞ. Áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ðñïêýðôåé üôé, ãéá üëåò ôéò

ôéìÝò ôïõ ÷, áðü ôï 
1
2

 Ýùò êáé ôï 
1
2

 ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò

ôïõ y åßíáé áðü ôï -2 Ýùò êáé ôï 0    2 y 0 .

¢ñá, ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ y åßíáé ôï 0, üôáí x 0  êáé ç åëÜ÷é-

óôç ôéìÞ ôïõ y åßíáé ôï -2, üôáí  
1

x
2

 Þ 
1

χ
2

.

1

2

Ãéá  
8

y
9

 Ý÷ïõìå: 28
8x

9
    Þ 2 1

x
9

 , ïðüôå 
1

x
3

  .

¢ñá ôá æçôïýìåíá óçìåßá åßíáé ôá 1 8
,

3 9
   
 

 êáé 1 8
,

3 9
  
 

.

Ôá óçìåßá áõôÜ ìðïñïýí íá âñåèïýí êáé áðü ôç ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç, áöïý åßíáé êïéíÜ óçìåßá ôçò åõèåßáò å:  
8

y
9

êáé ôçò ðáñáâïëÞò   2y 8x .

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ - ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ
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Íá âñåßôå ôçí åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò óôï
ó÷Þìá ðáñáêÜôù.  Íá ó÷åäéÜóåôå ôç óõììå-
ôñéêÞ ôçò ùò ðñïò ôïí Üîïíá x x  êáé íá ãñÜ-
øåôå ôçí åîßóùóÞ ôçò.

Ëýóç

Åßíáé ôçò ìïñöÞò  2y αχ  ìå α 0 .

Éó÷ýåé  22 α 4     Þ 
1

α
8

  . ¢ñá åßíáé ç 21
y x

8
  .

Íá ó÷åäéÜóåôå ô éò ðáñáâïëÝò:�

á. 2y 2x  â.  2y 2x   ã. 23
y x

4
    ä.  23

y x
4

Ëýóç
á. Ãíùñßæïõìå áðü ôç èåùñßá üôé áí á > 0 ç ðáñáâïëÞ

 2y αχ  åßíáé ôçò ìïñöÞò   êáé áí á < 0 åßíáé   ìå
êïñõöÞ ôï (0, 0). Ôï á êáèïñßæåé ðüóï “áíïéêôÞ” Þ “êëåé-
óôÞ” èá åßíáé ç êáìðýëç.
Ãé’ áõôü äßíïõìå ìéá ôéìÞ óôï ÷
êáé ðñïóäéïñßæïõìå Ýíá óçìåßï
ôçò êáìðýëçò. Ùò óõììåôñéêÞ
ðñïò ôïí Üîïíá y y  èá äéÝñ÷å-
ôáé êáé áðü ôï óõììåôñéêü ôïõ
óçìåßïõ ðïõ âñÞêáìå ùò ðñïò
ôïí Üîïíá y y .
Ãéá x = 1 åßíáé y = 2 Üñá äéÝñ÷å-
ôáé áðü ôï (1, 2) ïðüôå êáé áðü
ôï (-1, 2).

â. ÅðåéäÞ ïé ðáñáâïëÝò  2y αχ

êáé   2y αχ  åßíáé óõììåôñéêÝò

ùò ðñïò Üîïíá óõììåôñßáò ôïí

χ χ , èá åßíáé:

Ïìïßùò Ý÷ïõìå ã, ä (âëÝðå ó÷Þìá)

3

4
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Íá âñåßôå ôá óçìåßá ôçò ðáñáâïëÞò 2y 4x 
ðïõ Ý÷ïõí ôåôáãìÝíç -16.

Ëýóç

ÐñÝðåé 216 4x    Þ 2 16
x

4
  Þ x 2  .

¢ñá ôá óçìåßá åßíáé ôá:  2, 16  êáé  2, 16  .

Íá âñåßôå ôçí ôéìÞ ôïõ ë, þóôå ç ðáñáâïëÞ y =

(ë - 2)x2 íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï   
 

1 1
Μ ,

4 4
.

Ëýóç

ÐñÝðåé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ óçìåßïõ Ì íá åðáëçèåýïõí ôçí
åîßóùóçôçò ðáñáâïëÞò, äçëáäÞ:

5

6

 
2

1 1
λ 2

4 4
    
 

 Þ   
1 1

λ 2
4 16

 Þ  λ 2 4  Þ λ 6 .

Áí ç óõíÜñôçóç 21
y x

λ
  ðáßñíåé ìÝãéóôç ôéìÞ êáé

ç ãñáöéêÞ ôçò ðáñÜóôáóç äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåß-

ï  M 4,λ , íá âñåßôå ôçí ôéìÞ ôïõ áñéèìïý ë.

Ëýóç

Áöïý ðáßñíåé ìÝãéóôç ôéìÞ åßíáé 
1

0
λ

 äçë. ë < 0. Áöïý

äéÝñ÷åôáé áðü ôï (4, ë) éó÷ýåé:

21
λ 4

λ
   Þ 2 2λ 4  Þ λ 4   êáé åðåéäÞ ë < 0, åßíáé ë = -4.

7

Ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù óçìåßá áíÞêïõí óôçí ðáñáâïëÞ   2y 4x ;

á.  A 1, 4  â.  B 2, 4 ã. 1
Γ ,1

2
 
 
 

ä. 
1

Δ ,1
2

  
 

Ðïéåò áðü ôéò ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò ðáßñíïõí ìÝãéóôç êáé ðïéåò åëÜ÷éóôç ôéìÞ;

á. 2y 2x  â. 2y 2x ã.  2y 3x  ä.  2y 3x 

Íá ÷áñáêôçñßóåôå ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò ìå (Ó), áí åßíáé óùóôÝò Þ ìå (Ë), áí åßíáé ëáíèáóìÝíåò:

á. Ç ðáñáâïëÞ 2y 2x  Ý÷åé êïñõöÞ ôï óçìåßï  O 0,0 .

â. Ï Üîïíáò x x  åßíáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò ðáñáâïëÞò 2y x  .

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

1

2

3
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ã. Ïé ðáñáâïëÝò 2y 3x  êáé 2y 3x   åßíáé óõììåôñéêÝò ùò ðñïò ôïí Üîïíá y y .

ä. Ç óõíÜñôçóç 2y 5x  ðáßñíåé åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôçí y 0 .

å. Ç óõíÜñôçóç 2y 7x   ðáßñíåé ìÝãéóôç ôéìÞ ôçí y 0 .

óô. Áí ç ðáñáâïëÞ 2y αχ  äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï  Μ 1,4 ,

ôüôå èá äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôï óçìåßï  Λ 2,4 .

Óôï äéðëáíü óýóôçìá áîüíùí Ý÷ïõìå ó÷åäéÜóåé Ýíá ôìÞìá ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò

ôçò óõíÜñôçóçò   2y x .

á. Íá ïëïêëçñþóåôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò.

â. Óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí íá ó÷åäéÜóåôå êáé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò 21
y x

4
 .

Áí ç ðáñáâïëÞ 2y αχ  äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï  Μ 4, 16 , ôüôå:

á. α 2 â. α 1  ã. α 4  ä. 
1

α
8



4

5

ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÅÓ  ÁÓÊÇÓÅÉÓ

Ìéá äïñõöïñéêÞ êåñáßá Ý÷åé äéÜìåôñï ΑΒ = 16m . Ç êáìðýëç ÁÏÂ åßíáé ôüîï ðáñáâïëÞò ìå åîßóùóç 
21

y x
4

 .

Ðüóï áðÝ÷ïõí ôá Á, Â áðü ôï Ýäáöïò ðïõ èåùñåßôáé ï x’x.

Íá âñåßôå ôéò åîéóþóåéò ôùí ðáñáâïëþí ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò, áí ãíùñßæåôå üôé ôï Á(2,1),

Â(1,1), 
1

Γ ,1
2

 
 
 

.

i. Ná âñåßôå ôçí åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò ìå êïñõöÞ ôï óçìåßï  O 0,0  ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Á(1,4).

ii. Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåßôå ôçí åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò ðïõ Ý÷åé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôï óõììåôñéêü ó÷Þìá áõôÞò

ôïõ åñùôÞìáôïò (i), ùò ðñïò ôïí Üîïíá x x .

1

2

3
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Íá ó÷åäéÜóåôå ôéò ðáñáâïëÝò 2ψ 2x   êáé 2ψ 2x  óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí. Ðïéá ó÷Ýóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò ïé
ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí äýï ðáñáâïëþí;

Äßíåôáé ç ðáñáâïëÞ 2ψ α x  . Íá âñåßôå ôïí á, áí ç ðáñáâïëÞ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (-3, -27). Óôç óõíÝ÷åéá íá ôç ó÷åäéÜóåôå.

Íá ó÷åäéáóôåß ç ðáñáâïëÞ 2ψ αx , áí ãíùñßæåôå üôé äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï 1
M 1,

4
 
 
 

.

Íá ó÷åäéáóôåß ç ðáñáâïëÞ 23
ψ x

4
  êáé 4 x 4    êáé Ýðåéôá íá ó÷åäéáóôåß ç óõììåôñéêÞ ôçò ùò ðñïò ôïí Üîïíá

x x  êáé íá âñåèåß ç åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò áõôÞò.

Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç     2f x k 2 x  . Áí åßíáé    f 2 3f 1 2  , íá âñåèåß ôï k êáé Ýðåéôá íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ
ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f.

Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò 2ψ κx λ   áí ãíùñßæåôå üôé äéÝñ÷åôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí
êáé áðü ôï óçìåßï Ì(3,3).

Èåùñïýìå ôçí åõèåßá  ε : ψ λx 2   êáé ôçí ðáñáâïëÞ   2c : ψ 2x . Íá ðñïóäéïñéóôåß ï λ R  þóôå ç åõèåßá (å)
íá Ý÷åé ìå ôçí ðáñáâïëÞ (c)       i. ¸íá êïéíü óçìåßï       ii. Äõï êïéíÜ óçìåßá     iii. ÊáíÝíá êïéíü óçìåßï

7

ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÁÎÉÏËÏÃÇÓÇÓ

¢óêçóç  1
¸íá éóüðëåõñï ôñßãùíï Ý÷åé ðëåõñÜ ÷. Íá åêöñÜóåôå ôï åìâáäüí ôïõ y ùò óõíÜñôçóç ôïõ ÷ êáé íá ó÷åäéÜóåôå ôç
ãñáöéêÞ ôçò ðáñÜóôáóç.

¢óêçóç  2
Ôá óçìåßá Á, Â áíÞêïõí óôéò ðáñáâïëÝò 2y 3x  êáé 2y 2x   áíôéóôïß÷ùò êáé Ý÷ïõí ôçí ßäéá ôåôìçìÝíç –1. Íá âñåßôå ôçí
áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á, Â.

¢óêçóç  3
Áí Á, Â åßíáé óçìåßá ôçò ðáñáâïëÞò 2y 2x  ìå ôçí ßäéá ôåôáãìÝíç 32, íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÏÁÂ,
üðïõ Ï ç áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

4

5

6

8

9

10




