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Åñþôçóç 1

Ðïéá ëÝìå êëáóìáôéêÞ åîßóùóç;

ÁðÜíôçóç

Áí óå ìéá åîßóùóç õðÜñ÷ïõí êëÜóìáôá êáé óå Ýíá ôïõëÜ÷é-
óôïí áð’ áõôÜ õðÜñ÷åé Üãíùóôïò óôïí ðáñïíïìáóôÞ, ç åîß-
óùóç ëÝãåôáé êëáóìáôéêÞ åîßóùóç.

Åñþôçóç 2

Ðïéá âÞìáôá áêïëïõèïýìå ãéá íá ëýóïõìå ìéá êëá-
óìáôéêÞ åîßóùóç;

ÁðÜíôçóç

¼ôáí èÝëïõìå íá ëýóïõìå ìéá êëáóìáôéêÞ åîßóùóç áêï-
ëïõèïýìå ôá ðáñáêÜôù âÞìáôá:
Ðáñáãïíôïðïéïýìå ìå ôïõò ðáñïíïìáóôÝò êáé

1. Ðáñáãïíôïðïéïýìå ôïõò ðáñïíïìáóôÝò êáé âñßóêïõìå ôéò
ôéìÝò ôïõ áãíþóôïõ ðïõ ìçäåíßæïõí ôïõò ðáñïíïìáóôÝò.
Áõôü ãßíåôáé ãéáôß óå ìéá êëáóìáôéêÞ ðáñÜóôáóç ï ðáñï-
íïìáóôÞò äåí ìðïñåß íá åßíáé ßóïò ìå ìçäÝí.

2. Âñßóêïõìå ôï Å.Ê.Ð. ôùí ðáñïíïìáóôþí.
3. ÐïëëáðëáóéÜæïõìå üëïõò ôïõò üñïõò ôçò åîßóùóçò

ìå ôï Å.Ê.Ð.
4. Áðáëåßöïõìå ôïõò ðáñïíïìáóôÝò êÜíïíôáò áðëïðïßçóç.

ÐñïóÝ÷ïõìå ìåôÜ ôçí áðáëïéöÞ ïé áñéèìçôÝò ôùí êëá-
óìÜôùí íá ìðáßíïõí ìÝóá óå ðáñÝíèåóç (áí åßíáé áèñïß-
óìáôá Þ äéáöïñÝò).

5. Ëýíïõìå ôçí åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ ôçí áðá-
ëïéöÞ ôùí ðáñïíïìáóôþí.
ÓõíÞèùò ç åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ ôçí áðáëïéöÞ ôùí ðá-
ñïíïìáóôþí åßíáé 1ïõ âáèìïý Þ 2ïõ âáèìïý ì’ Ýíáí Üãíùóôï.

6. ÅëÝã÷ïõìå áí êÜðïéá áðü ôéò ëýóåéò ðïõ âñÞêáìå,
ìçäåíßæåé ôïõò ðáñïíïìáóôÝò óôï âÞìá 1. Áí ôõ÷üí
óõìâáßíåé áõôü, ôüôå ôçí áðïññßðôïõìå.

2.4    ÊëáóìáôéêÝò åîéóþóåéò

1. Åßíáé óçìáíôéêü ãéá ôç óùóôÞ åðßëõóç ìéáò êëáóìáôéêÞò åîßóùóçò íá ìçí îå÷íÜìå, ôüóï ôïõò ðåñéï-
ñéóìïýò óôçí áñ÷Þ (ôéò ôéìÝò ôïõ áãíþóôïõ ðïõ ìçäåíßæïõí ôïõò ðáñïíïìáóôÝò), üóï êáé ôïí Ýëåã÷ï
óôï ôÝëïò (áí åßíáé äçëáäÞ äåêôÝò üëåò ïé ëýóåéò ðïõ âñÞêáìå).

2. Áí üëåò ïé ëýóåéò ðïõ âñÞêáìå åîáéñïýíôáé áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ôüôå ç åîßóùóç åßíáé áäýíáôç.
3. Áí âñïýìå üôé ç åîßóùóç åßíáé áüñéóôç, ôüôå ç êëáóìáôéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ëýóåéò üëåò ôéò ðñáãìáôéêÝò

ôéìÝò åêôüò áð’ áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí åîáéñåèåß áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ - ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

Íá ëõèåß ç åîßóùóç:  
4

5 x 3
x 2

  


Ëýóç
• Âñßóêïõìå ðñþôá ôïõò ðåñéïñéóìïýò.

ÐñÝðåé:  x 2 0  äçëáäÞ  x 2 .

•   

4

5 x 3
x 2



ÌÝñïò A - ÊåöÜëáéï 2112

2

               

4

x 2 x 2 5 x 2 x 3
x 2

[ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå ôï E.K.Π. x 2  ]

           4 x 2 5 x 2 x 3
[êÜíïõìå áðáëïéöÞ ðáñïíïìáóôþí]
     24 5x 10 x 3x 2x 6          [ðñÜîåéò]

       2x 3x 2x 6 4 5x 10 0
[ìåôáöÝñïõìå üëïõò ôïõò üñïõò óôï 1ï ìÝëïò]

  2x 4x 0                       [êïéíüò ðáñÜãïíôáò ôï -÷]

   x x 4 0

 x 0  Þ  x 4 0  äçëáäÞ x = 0  Þ x = 4
êáé ïé äýï ëýóåéò åßíáé äåêôÝò, ãéáôß äåí åîáéñïýíôáé ëüãù
ðåñéïñéóìþí.

¸íáò áñéèìüò åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôïí ôñé-
ðëÜóéï ôïõ áíôéóôñüöïõ ôïõ êáôÜ 2. Íá âñå-
èåß ï áñéèìüò  áõôüò êáé ï áíôßóôñïöüò ôïõ.

Ëýóç

¸óôù üôé ï áñéèìüò åßíáé ï x êáé ìÜëéóôá x 0 , åöüóïí Ý÷åé
áíôßóôñïöï.

Ï áíôßóôñïöïò ôïõ áñéèìïý åßíáé ï 
1
x

. Ï ôñéðëÜóéïò ôïõ

áíôßóôñïöïõ åßíáé ï 
1 3

3 =
x x

.

ÅðåéäÞ ï x åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôïí 
3
x

 êáôÜ 2 Ý÷ïõìå ôçí åîßóùóç:

 
3

x 2
x

   [ðïë/ìå ìå ôï E.K.Π. = x ]

    
3

x x x x 2
x

 2x 3 2x    [áðáëïéöÞ ðáñïíïìáóôÞ]

3

  2x 2x 3 0    [üëá óôï 1ï ìÝëïò]
Åßíáé åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ìå á = 1, â = 2, ã = 3

          2 2Δ β 4αγ 2 4 1 3 4 12 16 .

¢ñá 
     

   


β Δ 2 16 2 4
x

2α 2 1 2

 
   

  
    

1

2

2 4 2
x 1

2 2
2 4 6

x 3
2 2

ÅðïìÝíùò ï áñéèìüò ìðïñåß íá åßíáé ôï 1 Þ ôï -3 êáé ï áíôß-

óôñïöüò ôïõ áíôßóôïé÷á ôï 1 Þ ôï 
1
3

.

Íá ëõèåß åîßóùóç: 1 2 - x
=

x x +1

Ëýóç

• Âñßóêïõìå ðñþôá ôïõò ðåñéïñéóìïýò. ÐñÝðåé: x 0  êáé

 x 1 0  Þ  x 1
¢ñá Ý÷ïõìå : x 0  êáé x -1 .

• ¼ôáí Ý÷ïõìå éóüôçôá äõï êëáóìÜôùí ðïëëáðëáóéÜæïõìå
“÷éáóôß”.ÄçëáäÞ





1 2 x
x x 1

  Þ     x 1 x 2 x

   2x 1 2x x    [åðéìåñéóôéêÞ]

   2x 2x x 1 0    [üëá óôï 1ï ìÝëïò]

  2x x 1 0    [áíáãùãÝò]

¸÷ïõìå åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ìå α = 1 , β = -1 , γ = 1 êáé

           22Δ β 4αγ 1 4 1 1 1 4 3
ÅðåéäÞ Ä < 0 ç åîßóùóç åßíáé áäýíáôç.
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Íá ëõèåß ç åîßóùóç: 
2

2

x 2 x - 4x + 2
+ =

x - 1 2 - x x - 3x + 2

Ëýóç

• Âñßóêïõìå ðñþôá ôïõò ðåñéïñéóìïýò

ÐñÝðåé:  x 1 0 , Üñá  x 1 êáé  2 x 0 , Üñá 2 x  êáé

  2x 3x 2 0  Þ     x 2 x 1 0 , äçëáäÞ x 2  êáé x 1.

•
   

 
 

    

2x 2 x 4x 2
x 1 2 x x 2 x 1

Þ
   

 
 

    

2x 2 x 4x 2
x 1 x 2 x 2 x 1

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ìå ôï     E.K.Π. x 2 x 1  êáé Ý÷ïõìå:

       

       
2

x 2
x 2 x 1 x 2 x 1

x 1 x 2
x 4x 2

x 2 x 1
x 2 x 1

        
 
 

  
  

            2x x 2 x 1 2 x 4x 2         [áðëïðïßçóç]

     2 2x 2x 2x 2 x 4x 2                [ðñÜîåéò]

      2 2x 2x 2x 2 x 4x 2 0         [üëá óôï 1ï ìÝëïò]
 0 x 0 , ç ïðïßá åßíáé áüñéóôç

Ïðüôå ç áñ÷éêÞ åîßóùóç åðáëçèåýåôáé ãéá êÜèå ôéìÞ ôïõ
x åêôüò áðü ÷ = 2 êáé ÷ = 1 (âëÝðå ðåñéïñéóìïýò)

ÊÜðïéïò ðáñáãùãüò õðïëüãéóå íá åéóðñÜîåé
áðü ôçí ðþëçóç ôïõ ðñïúüíôïò ôïõ óôç ëáúêÞ
450€. Óôï äñüìï ãéá ôç ëáúêÞ ôïõ Ýðåóáí 5
êïýôåò áðü ôï öïñôçãü ôïõ, ìå áðïôÝëåóìá
íá êáôáóôñáöïýí 50 êéëÜ ðñïúüíôïò. Ãéá íá
ìðïñÝóåé ëïéðüí íá åéóðñÜîåé ôï ðïóü ðïõ

4
åß÷å õðïëïãßóåé áñ÷éêÜ, áíáãêÜóôçêå íá áõ-
îÞóåé ôçí ô éìÞ ôïõ ðñïúüíôïò êáôÜ 0,3€ ôï
êéëü. Íá âñåßôå ðüóá ê éëÜ ðñïúüíôïò õðÞñ-
÷áí óôï öïñôçãü.

Ëýóç

¸óôù üôé ôï ðñïúüí Þôáí áñ÷éêÜ x êéëÜ ìå x > 0. Áí ðïõëïýóå
üëï ôï ðñïúüí óôçí áãïñÜ êáé åéóÝðñáôôå 450€, ôüôå ôï êÜèå

êéëü èá êüóôéæå 
450

x
€. ÔåëéêÜ üìùò áõôÜ ðïõ ðïýëçóå óôçí

áãïñÜ Þôáí ÷ - 50 êéëÜ ðñïúüíôïò êáé åéóÝðñáîå  450€, Üñá

ðïýëçóå ôï êÜèå êéëü 


450
€

x 50
. Ç äéáöïñÜ óôçí ôéìÞ ðïõ

åß÷å õðïëïãßóåé áñ÷éêÜ êáé ôçí ôåëéêÞ Þôáí 0,3€ Þ 
3

10
€.

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôçí åîßóùóç:  


450 450 3
x 50 x 10

• Âñßóêïõìå ðñþôá ôïõò ðåñéïñéóìïýò

ÐñÝðåé: x 50  êáé x 0 ,  êáèþò åðßóçò ÷ > 0 åöüóïí
åßíáé êéëÜ.

• ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ìå ôï  E.K.Π. = 10x x - 50  êáé Ý÷ïõìå:

               

450 450 3

10x x 50 10x x 50 10x x 50
x 50 x 10

         10x 450 10 x 50 450 x x 50 3     [áðëïðïßçóç]

   24500x 4500x 225000 3x 150x       [ðñÜîåéò]

     23x 150x 4500x 4500x 225000 0
[üëá óôï 1ï ìÝëïò]

   23x 150x 225000 0                   [äéáéñïýìå ìå -3]

  2x 50x 75000 0
Ç ôåëåõôáßá åßíáé åîßóùóç 2ïõ âáèìïý ìå á = 1, â = -50,
ã = -75000.
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             22Δ β 4αγ 50 4 1 75000 2500 300000 302500

   
   


β Δ 50 302500 50 550

x
2α 2 1 2


  


   

1

2

50 550
x 300

2
50 550

x 250
2

Üñá ÷ = 300 Þ ÷ = -250 (ðïõ áðïññßðôåôáé åðåéäÞ ôï x ðáñéóôÜíåé êéëÜ êáé äåí ìðïñåß íá åßíáé áñíçôéêüò áñéèìüò). ¢ñá

ï ðáñáãùãüò åß÷å áñ÷éêÜ 300 êéëÜ ðñïúüíôïò.

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

Ná ÷áñáêôçñßóåôå ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò ìå (Ó), áí åßíáé óùóôÝò Þ ìå (Ë) áí åßíáé ëáíèáóìÝíåò.

á) Oé üñïé ôçò åîßóùóçò  

5 7

4
χ 2 χ

 ïñßæïíôáé áí χ 0  êáé χ 2 .

â) Ï áñéèìüò 2 åßíáé ç ëýóç ôçò åîßóùóçò  

4 χ

4
χ 2 χ

.

ã) Áí áðáëåßøïõìå ôïõò ðáñïíïìáóôÝò ôçò åîßóùóçò 
 

 
  2

4 7
10

χ 1 χ 1
,

ôüôå áõôÞ ãñÜöåôáé  4χ 7 10 .

ä) Ïé üñïé ôçò åîßóùóçò 


7
2

2

χ
χ

χ 4
 ïñßæïíôáé ãéá êÜèå ðñáãìáôéêü

áñéèìü ÷ êáé ï áñéèìüò 0 åßíáé ç ëýóç ôçò.

Áí äéáéñÝóïõìå Ýíáí áñéèìü ÷ ìå ôïí áñéèìü ðïõ åßíáé êáôÜ äýï ìïíÜäåò ìéêñüôåñïò âñßóêïõìå 2
5

.

Ðïéá áðü ôéò ðáñáêÜôù åîéóþóåéò åêöñÜæåé ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç:

á) 

χ 3

2 χ 4
â) 




χ 2 3
χ 4

ã) 

χ 3

χ 2 4
ä) 


χ 2

χ 2 5

1

2
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Ç åîßóùóç 
χ 2 χ 8

3
χ 2 χ 2
 

 
 

 Ý÷åé ùò ëýóç ôïí áñéèìü           á) χ 2 â)  χ 2 ã) χ 0 ä) χ 1

¸íáò ìáèçôÞò ãéá íá ëýóåé ôçí åîßóùóç 
4χ 3 5
χ 2 x 2



 

, Ýêáíå áðáëïéöÞ ðáñáíïìáóôþí êáé ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç

4x 3 5   ðïõ ðñïÝêõøå, âñÞêå ùò ëýóç ôïí áñéèìü x 2 . Ç áðÜíôçóç ôïõ åßíáé óùóôÞ;

4

Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò: á) 
2 2

1 2 x - 6
+ =

x x - x x - 4x + 3
â) 

2

2

x x 2x 3x
x 1 x 2 x 3x 2


 

   

Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò: á) 2

2 4 1
- =

x - 2 x + 2x - 4
â) 2 2

1 1
x 4x 3 x 5x 4


   

Äýï ðïäçëÜôåò îåêßíçóáí ôáõôü÷ñïíá áðü ôï Ìáñáèþíá êáé êáôåõèýíèçêáí ðñïò ôï Ðáíáèçíáúêü ÓôÜäéï, êáëýðôïíôáò
áðüóôáóç 40 Km. Ï Ýíáò Ýöèáóå óôï Ðáíáèçíáúêü ÓôÜäéï Ýíá ôÝôáñôï íùñßôåñá. ÄåäïìÝíïõ üôé ï ðéï ãñÞãïñïò ðïäçëÜ-
ôçò ðÞãáéíå ìå 10 Km/h ãñçãïñüôåñá, íá âñåèïýí ïé ôá÷ýôçôåò ôïõò. (Èåùñïýìå üôé ïé ôá÷ýôçôåò äéáôçñïýíôáé óôáèåñÝò).

Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á. 



 

4ω 1 9
ω 2 ω 2

            â. 
 

 
2χ 1 7

2
χ 3 3 χ

            ã.  
2

4 3
1

χ χ
            ä. 

 
 

 
 

y 1 2 y 3
y y 1 y y 1

Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò:

á. 



2

x 5 3
x 5x 25

            â. 


 
2

1 α 1 α
α α 2α 2α

            ã.  


2

2

2ω 4
3

ω 2ω 2ω
             ä. 

 
  2

3α α 4
1

α 2 α 3α 2

å. 
  

   2

12 8 2 33ρ
0

3ρ 2 3ρ 2 4 9ρ

Íá ëõèïýí ïé åîéóþóåéò: á. 


χ 4
4 3χ
χ

â. 
 

 
2

1 2 χ 6
3 χ 3 χ 91
χ

ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÅÓ  ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1

2

3

4

5

3

6
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Åñþôçóç 1

Ðïéá åîßóùóç ëÝãåôáé êëáóìáôéêÞ;

Åñþôçóç 2

á. Ðïéá âÞìáôá áêïëïõèïýìå ãéá íá ëýóïõìå ìéá êëáóìáôéêÞ åîßóùóç;
â. Ðïéïò ðåñéïñéóìüò åßíáé áðáñáßôçôïò óå ìéá êëáóìáôéêÞ åîßóùóç êáé ãéáôß;

¢óêçóç 1

Ïé åîéóþóåéò  
  2

1 1 12
x 3 x 3 x 9

 êáé       x 3 x 3 12  Ý÷ïõí áêñéâþò ôéò ßäéåò ëýóåéò;

¢óêçóç 2

Íá ëõèåß ç åîßóùóç:


 
  2

x 1 1 x
x 2 x 3x 5x 6

¢óêçóç 3

Íá ëõèåß ç åîßóùóç:  
  

 2 2

2 2 1 3
y 1 y y y 1

ÊÑÉÔÇÑÉÏ  ÁÎÉÏËÏÃÇÓÇÓ

7 ÅÜí 


χ
Α

4
χ

χ

 êáé 
4

B
3

, íá ëýóåôå ôçí åîßóùóç  B A 0 .




