
1.5 Aîéïóçìåßùôåò ôáõôüôçôåò 43

Åñþôçóç 1

Ôé ïíïìÜæïõìå ôáõôüôçôá;

ÁðÜíôçóç

Ôáõôüôçôá ëÝãåôáé êÜèå éóüôçôá ðïõ ðåñéÝ÷åé ìåôáâëçôÝò

êáé áëçèåýåé ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí ôçò.

Åñþôçóç 2

ÐïéÝò åßíáé ïé áîéïóçìåßùôåò ôáõôüôçôåò;

ÁðÜíôçóç

Ïé áîéïóçìåßùôåò ôáõôüôçôåò åßíáé:

á) ÔåôñÜãùíï áèñïßóìáôïò:  2 2 2α β α 2αβ β   

â) ÔåôñÜãùíï äéáöïñÜò:  2 2 2α β α 2αβ β   

ã) Êýâïò áèñïßóìáôïò - äéáöïñÜò:

 
 

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

α β α 3α β 3αβ β

α β α 3α β 3αβ β

    

    

ä) Ãéíüìåíï áèñïßóìáôïò åðß äéáöïñÜ:

    2 2α β α β α β   

å) ÄéáöïñÜ êýâùí - ¢èñïéóìá êýâùí:

   
   

3 3 2 2

3 3 2 2

α β α β α αβ β

α β α β α αβ β

    

    

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ - ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

1

Íá âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á.  
22x 2y     â.    

2
x y
3 2

    ã.  
22 2x 2y

ä.   
23 3x y   å. 

   

2
1

2x
x

    óô.    
 

2
β

3α
3

Ëýóç

á.      
2 2 22 2 2x 2y x 2x 2y 2y      4 2 2x 4x y 4y 

â. 
                  

     

2 2 2 2 2x y x x y y x x y y
2

3 2 3 3 2 2 9 3 4

ã.             
2 2 22 2 2 2 2 2 4 2 2 4x 2y x 2x 2y 2y x 4x y 4y

ä.      
   
       

     

2 23 3 3 3 2 3 3

2 23 3 3 3 6 3 3 6

x y [ x y ] x y

x 2x y y x 2x y y

å.                
   

2 2
2 2

2

1 1 1 1
2x 2x 2 2x 4x 4

x x x x

óô. 

 

          
   

         
 

2 2

2 2
2 2

β β
3α 3α

3 3

β β β
2 3α 3α 2βα 9α

3 3 9
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Ná âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á.      xy 1 xy 1        â.      2 22 x 2 x

ã.      3 3 3 3x y x y     ä.        x y ω x y ω

å.          x y ω 3 x y ω 3

óô.        4 2 4 2x 2y 1 x 2y 1

Ëýóç

á.     2 2 2 2xy 1 xy 1 xy 1 x y 1     

â.      22 2 2 2 42 x 2 x 2 x 4 x     

ã.       2 23 3 3 3 3 3 6 6x y x y x y x y     

ä.                2 2 2 2 2x y ω x y ω x y ω x 2xy y ω

å.    
           

 

      

          

          

2 2

2 2 2 2 2 2

x y ω 3 x y ω 3

[ x y ω 3 ][ x y ω 3 ] x y ω 3

x 2xy y ω 6ω 9 x 2xy y ω 6ω 9

óô.                4 2 4 2 4 2 4 2x 2y 1 x 2y 1 x 1 2y x 1 2y

              
2 2 24 2 4 4 4 8 4 4x 1 2y x 2x 1 4y x 2x 1 4y

Ná âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á.   3
α 3 â.    

3
α

1
2

ã.    

3
2 1

x
3

ä.    3
x 2y

å.   
32x 2y óô.   

32 2x y

Ëýóç

2

3

á.               3 3 2 2 3 3 2α 3 α 3 α 3 3 α 3 3 α 9 α 27 α 27

â.                      
     

3 3 2 3 2
3α α α α α α 3α

1 3 3 1 3 1
2 2 2 2 8 4 2

ã.                   
     

3 2 3
3 22 2 2 21 1 1 1

x x 3 x 3x
3 3 3 3

  
2

6 4 x 1
x x

3 27

ä.         3 3
x 2y x 2y

            2 33 2 3 2 2 3[x 3x 2y 3x 2y 2y ] x 6x y 12xy 8y

å.        
3 32 2x 2y 2y x

             
3 22 2 2 3 6 4 2 2 32y 3 2y x 3 2y x x 8y 12y x 6y x x

óô.         
3 32 2 2 2x y x y

              
3 2 2 32 2 2 2 2 2x 3 x y 3x y y

 6 4 2 9 4 6 6 4 2 2 4 6x 3x y 3x y y x 3x y 3x y y        

Ná åêôåëÝóåôå ôéò ðñÜîåéò óôéò ðáñáêÜôù ðå-
ñéðôþóå éò:
á.          2 2 2

2α β 3 α β 2β 5α

â.             2
2 α β β α 2β α 3α α β

ã.             2x 3y 3y 2x 2x y y 2x

Ëýóç

á.      2 2 2
2α β 3 α β 2β 5α     

                     
22 22 2 22α 2 2α β β 3 α 2αβ β 2β 2 2β 5α 5α

        2 2 2 2 2 24α 4αβ β 3α 6αβ 3β 4β 20αβ 25α

  2 224α 18αβ 6β

â.        2
2 α β β α 2β α 3α α β      

4
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6

   22 2 2 22 β α 2β 2 2βα α 3α 3αβ         
2 2 2 2 22β 2α 4β 4αβ α 3α 3αβ       2 26α 2β 7αβ  

ã.       
     

      

        2 2 22 2 2 2 2 2 2

2x 3y 3y 2x 2x y y 2x

2x 3y [y 2x ] 4x 9y y 4x 8x 10y

Ná áðïäåßîåôå ôéò ðáñáêÜôù ôáõôüôçôåò:

á.        2 22 2α 2 β 2 αβ 2 2 α β     

â.     22 2α β α β 2αβ

ã.        33 3α β α β 3αβ α β

Ëýóç

á.     22 2α 2 β 2 αβ 2    

 2 2 2 2 2 2α β 2α 2β 4 α β 4αβ 4      
2 2 2 2 2 2α β 2α 2β 4 α β 4αβ 4      

2 22α 2β 4αβ           2 2 2 2α β 2αβ α β 2αβ

     2 2 2
α β α β 2 α β    

â.  2 2 2 2 2α β 2αβ α 2αβ β 2αβ α β       

ã.    3
α β 3αβ α β   

3 2 2 3 2 2 3 3α 3α β 3αβ β 3α β 3αβ α β      

Áí  A 7 3  êáé  B 7 3  ôüôå íá õðï-
ëïãéóôïýí ïé ðáñáóôÜóåéò:

á. A B â. 2 2A B

Ëýóç

5

á.   A B 7 3 7 3     Þ

   2 2
A B 7 3     Þ    A B 7 3 4   

â.    2 2
2 2A B 7 3 7 3      Þ

             
2 2 2 2

2 2A B 7 2 7 3 3 [ 7 2 7 3 3 ]

2 2A B 7 2 21 3 7 2 21 3         Þ  2 2A B 4 21 

Aí  x y 5  êáé  x y 4  ôüôå íá õðïëïãéóôåß
ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò  2 2A x y .

Ëýóç

Éó÷ýåé üôé:  2 2 2x y x 2xy y      Þ

 2 2 2x y 2xy x y      Þ
2 2 2x y 5 2 4     Þ  2 2x y 17  .

Áí  
1

x 2
x

 ôüôå íá õðïëïãéóôåß ç ô éìÞ ôçò

ðáñÜóôáóçò  2
2

1
A x

x
.

Ëýóç

Éó÷ýåé: 
2 2

21 1 1
x x 2x

x x x
         
   

 Þ  
2

2
2

1 1
x x 2

x x
     
 

Ïðüôå 
2

2
2

1 1
x x 2

x x
     
 

 Þ 2A 2 2   Þ A 2 .

7

8
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Áí  å ßíáé   2004 2004x 2 2  êáé   2004 2004y 2 2

ôüôå íá õðïëïãéóôåß ç ô éìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò

 2 2A x y .

Ëýóç

2 2A x y    Þ     A x y x y     Þ

             2004 2004 2004 2004 2004 2004 2004 2004A 2 2 2 2 2 2 2 2 Þ

2004 2004A 2 2 2 2      Þ  1 2004 1 2004A 2      Þ    2A 2 4  .

Íá áðïäåßîåôå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç:  2
α β 4αβ 

Ëýóç

 2
α β 4αβ    Þ   2 2α 2αβ β 4αβ     Þ
2 2α 2αβ β 4αβ 0    Þ 2 2α 2αβ β 0   , 2α β 0  áëçèÝò.

Áí    22 22 x y x y    íá áðïäåßîåôå üôé x y .

Ëýóç

   22 22 x y x y     Þ      2 2 2 22x 2y x 2xy y      Þ
2 2 2 22x 2y x y 2xy 0          Þ      2 2x y 2xy 0      Þ

 2x y 0    Þ      x y 0      Þ   x y .

Íá õðïëïãéóôïýí ìå ôç âïÞèåéá ôáõôïôÞôùí
ïé áñéèìïß:
á) 45672 - 45642 â) 95·105
ã) 20042 ä) 19982

Ëýóç

9

10

11

á) ×ñçóéìïðïéïýìå ôçí ôáõôüôçôá    2 2α β α β α β    äçëáäÞ:

        

 

2 24567 4564 4567 4564 4567 4564

9131 3 27.393
â) ¼ìïéá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðáñáðÜíù ôáõôüôçôá êáé Ý÷ïõìå:

       
 

2 295 105 (100 5) (100 5) 100 5

10.000 25 9.975
ã) Åßíáé  2004 = 2000 + 4, ïðüôå: 20042 = (2000 + 4)2     (1)

ÎÝñïõìå üôé:  2 2 2α β α 2αβ β    , Üñá ç (1) ãñÜöåôáé:

2 2 22004 2000 2 2000 4 4

4.000.000 16.000 16 4.016.016

     
  

ä) Åðßóçò: 1.998 2.000 2,  Üñá:  221.998 2.000 2    (2)

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò  ôáõôüôçôáò
2 2 2(α β) α 2αβ β    , ç (2) ãñÜöåôáé:

2 2 21.998 2.000 2 2.000 2 2

4.000.000 8.000 4 3.992.004

     
  

Íá áðïäåé÷èïýí ïé ðáñáêÜôù ôáõôüôçôåò:

á) 2 2 2 2(α β γ) α β γ 2αβ 2βγ 2αγ       

â) 2 2(α β) 2αβ (α β) 2αβ    

ã ) 2 2 2 2 2 2 2(α – β ) (2αβ) (α β )  

ä) v v v 1 v 2 v 2 v 1x -y (x–y) (x x y xy y )        

Ëýóç

á) ÊÜíïíôáò ðñÜîåéò óôï 1ï ìÝëïò Ý÷ïõìå:

            

          

22 2 2

2 2 2 2 2 2

(α β γ) (α β) γ (α β) 2(α β)γ γ

α 2αβ β 2αγ 2βγ γ α β γ 2αβ 2βγ 2αγ

12

13
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â) ÊÜíïíôáò ðñÜîåéò óôï 1ï ìÝëïò Ý÷ïõìå:
2 2 2 2 2(α β) 2αβ α β 2αβ 2αβ α β                Ý÷ïõìå:

2 2 2 2 2(α β) 2αβ α β 2αβ 2αβ α β       

¢ñá 2 2(α β) 2αβ (α β) 2αβ    
ã) ÊÜíïíôáò ðñÜîåéò óôï 1ï ìÝëïò Ý÷ïõìå:

2 2 2 2

4 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2 2

(α – β ) (2αβ)

α 2α β β 4α β

α 2α β β (α β )

 

   

   

ä) ÊÜíïíôáò ðñÜîåéò óôï 2ï ìÝëïò, Ý÷ïõìå:
v 1 v 2 v 2 v 1(x – y) (x x y xy y )         

v ν 1 2 ν 2 ν 1

ν 1 ν 2 2 ν 1 v v v

x x y x y x y

x y x y xy y x y

  

  

     

     




ÌÝèïäï ò :
Ãéá íá áðïäåßîïõìå ìéá ôáõôüôçôá  Á = Â , áêïëïõèïýìå Ýíá
áðü ôá ðáñáêÜôù:
• ÊÜíïõìå ðñÜîåéò óôï 1ï ìÝëïò ôçò ôáõôüôçôáò ìÝ÷ñéò üôïõ
êáôáëÞîïõìå óôï 2ï ìÝëïò.
• ÊÜíïõìå ðñÜîåéò óôï 2ï ìÝëïò ìÝ÷ñéò üôïõ ïäçãçèïýìå
óôï 1ï ìÝëïò.
• ÊÜíïõìå ðñÜîåéò óôï 1ï ìÝëïò êáé êáôáëÞãïõìå óå ìéá
éóüôçôá Á = Ã, êÜíïõìå ðñÜîåéò óôï 2ï ìÝëïò êáé êáôáëÞãïõ-
ìå óå ìéá éóüôçôá Â = Ã, ïðüôå Á = Â.

Ëýóç

¸÷ïõìå üôé:

• 

 

           
   

     
 

    

2 2
2

2
2

2

2 2 2
2 2

1 1 1
x x 2 x ή

x x x

1 1
x x 2 ή

x x
1 1

x 2 2 ή x 2 1
x x

•         
 

           
   

3
3 2

2 3

3
3

3

1 1 1 1
x x 3 x 3 x ή

x x x x

1 1 1 1
x x 3 x x ή

x x x x

 

          
   

     

3
3

3

3 3 3
3 3

1 1 1
x x 3 x ή

x x x
1 1

x 2 3 2 ή x 2 2
x x

•           
   

     
 

2 2
2 2 2 2

2 2 2

2
4 2

4 2

1 1 1
x (x ) 2 x ή

x x x

1 1
x x 2 ή

x x

4 2 4
4 4

1 1
x 2 2 ή x 2

x x
       (3)

Áðü ôéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé:

2 3 4
2 3 4

1 1 1
x x x

x x x
    

14
Áí 

1
x 2

x
  , áðïäåßîôå üôé:

2 3 4
2 3 4

1 1 1
x x x

x x x
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1 Íá ÷áñáêôçñßóåôå ìå ôçí Ýíäåéîç óùóôü (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìéÜ áðü ôéò ðáñáêÜôù éóüôçôåò.

á.  2 2x 2 x 4x 4    â.  2 2x 2 x 2x 4    ã.    2 2
x 2 2 x   

ä.    2 2
κ λ κ λ    å.    2 2

κ λ λ κ    óô.    2 2
κ λ κ λ   

æ.  2 2 2x y x y    ç.  2 2x 4 x 16   è.    2x 9 x 9 x 9   

é.  22 2α β α β  

Íá áíôéóôïé÷ßóåôå ôéò ðáñáóôÜóåéò ôçò óôÞëçò Á ìå ôá áíáðôýãìáôá óôçí óôÞëç Â.

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

á.  2
4x 1 1. 2 24x 4xy y 

â.  2
2x y 2. 2 24x 9y

ã.    2x 3y 2x 3y  3. 3 2x 3x 3x 1  

ä.  3
x 1 4. 2x 2x 15 

å.  3
2x 1 5. 216x 8x 1 

óô.    x 3 x 5  6. 3 28x 12x 6x 1  

Íá óõìðëçñþóåôå ôéò ðáñáêÜôù éóüôçôåò:

á.  2 2... ... y 2y ...    â. 2 2 2(... ...) 9α ... 16β   

ã. 
2

1
x ... ... xy ...

2
     
 

ä.  22... 2x 9 ... ...   

å.    κ ... κ ... ... 25    óô.     2... 3x ... 3x 16β ...   

æ.  3 3 2... ... 8α 12α ... ...     ç.  3 3... 2 27x ... .. ...    

è.    x 2 x ... ... ... 6     é.    x 4 x 3 ... ... ...    

2

3

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ
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Íá âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á. 
2

1
xy

2
  
 

â. 
2

y
2x

2
  
 

ã. 
2

4
xy

x
   
 

ä. 
2

x y
2 3

   
 

å.  ω 222x y 3     æ.  22x 2x 1 

Íá âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á. 
2 3 2 31 1 1 1

α β α β
3 2 3 2

         
   

â.    4xy 3αβ 4xy 3αβ  

ã.    2x κ 2x κ    ä.    κ 2λ 1 κ 2λ 1    

Íá âñåßôå ôá áíáðôýãìáôá:

á.  32 2x y â. 
3

1
x

x
  
 

ã. 
3

2
2

1
x

x
  
 

ä. 
3

x 1
3
 

 
 

Íá åêôåëÝóåôå ôéò ðñÜîåéò óôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:

á.     2
1 x 1 x 1 2x    â.       2 22 25κ λ 4κ 3λ 4κ 3λ κ 2λ     

Íá áðïäåßîåôå ôéò ðáñáêÜôù ôáõôüôçôåò:

á. 
2 2

1 1
x x 4

x x
         
   

â.       2 22 2 2 2α β x y αx βy αy βx     

á. Íá áðïäåßîåôå ôçí ôáõôüôçôá: 
        

   

2 2
ν 1 ν 1

ν
2 2

 ãéá ν 2 .

â. Íá áðïäåßîåôå üôé êÜèå ðåñéôôüò áñéèìüò ãñÜöåôáé ùò äéáöïñÜ ôåôñáãþíùí äýï áñéèìþí.

2

3

4

5

6

1

ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÅÓ  ÁÓÊÇÓÅÉÓ
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Íá áðïäåßîåôå ôçí ôáõôüôçôá ôïõ Lagrance:

      2 22 2 2 2α β x y αx βy αy βx     

Áí α β γ 0   , íá áðïäåßîåôå üôé:

3 3 3α β γ 3α β γ    

Íá áðïäåé÷èåß ç ôáõôüôçôá:

       2 2 23 3 3 1
α β γ 3α β γ α β γ α β β γ γ α

2
               

Íá äåßîåôå ðùò áí 2 2α β 1   ôüôå éó÷ýåé:

   2 23 33α 4α 3β 4β 1   

Íá áðïäåé÷èåß ç ôáõôüôçôá:

     2 2 22 2 2 1
α β γ αβ βγ γα α β β γ γ α

2
            

Áí α β γ 8    êáé αβ βγ γα 19   , íá õðïëïãßóåôå ôçí ðáñÜóôáóç: 2 2 2α β γ  .

7

8

9

10

11

12
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¢óêçóç 1

Óêåöôåßôå Ýíá äéøÞöéï áñéèìü êáé âñåßôå ôï ôåôñÜãùíü ôïõ. Âñåßôå óôç óõíÝ÷åéá ôï ôåôñÜãùíï ôïõ áèñïßóìáôïò ôùí øçößùí
ôïõ áñéèìïý ðïõ óêåöôÞêáôå êáé áöáéñÝóôå ôá äýï áðïôåëÝóìáôá. Ï áñéèìüò ðïõ âñÞêáôå äéáéñåßôáé áêñéâþò ìå ôï 9.
Ìðïñåßôå íá ôï åîçãÞóåôå;

¢óêçóç 2

Ðüóá áðü ôï êÜèå åßäïò ôùí äéðëáíþí ó÷çìÜôùí ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóåôå ãéá íá
ó÷çìáôßóåôå Ýíá ôåôñÜãùíï ìå ðëåõñÜ.
á) ÷+3 â) 2÷+1

¢óêçóç 3

Íá õðïëïãßóåôå áðü ìíÞìçò ôéò ðáñáóôÜóåéò:

á) 2 2

2

2 2

25 5 .....

103 97 .....

1006 994 .....



 

 

 

â) 2 2

2

2 2

13 7 .....

101 99 .....

1003 997 .....



 

 

 

¢óêçóç 4

á) Íá áðïäåßîåôå üôé: 2 26 5 6 5  
2 213 12 13 12  
2 247 46 47 46  

2 2144 143 144 143  

â) Ìå âÜóç ôéò ðñïçãïýìåíåò éóüôçôåò íá óõìðëçñþóåôå ôç öñÜóç:
“Ç äéáöïñÜ ôùí ôåôñáãþíùí äýï ................. öõóéêþí áñéèìþí éóïýôáé ìå ôï ................. ôùí áñéèìþí áõôþí.”

ã) Íá óõìðëçñþóåôå ôçí éóüôçôá: 19602   –  ..... = ..... + .....

ÊÑÉÔÇÑÉÏ ÁÎÉÏËÏÃÇÓÇÓ




